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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

POzIOM PODSTAWOWY

Opis arkusza egzaminu maturalnego ]

W roku szkolnym 2023/2024 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzany na
podstawie wymagan egzaminacyjnych okreslonych w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r.

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym zawierat ogétem 35 zadan

(ujete w 31 grup/wigzek tematycznych), na ktore sktadato sie 27 zadah zamknietych

i 8 zadan otwartych. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz umiejetnosci ujete w czterech

obszarach wymagan ogolnych:

I. Sprawnosc¢ rachunkowa (4 zadania zamkniete tgcznie za 4 punkty).

Il. Wykorzystanie i tworzenie informac;ji (10 zadan fgcznie za 12 punktéw, w tym: 9 zadan
zamknietych tgcznie za 11 punktow oraz 1 zadanie otwarte za 1 punkt).

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (14 zadan tgcznie za 18 punktéw, w tym:
11 zadan zamknietych tgcznie za 11 punktéw oraz 3 zadania otwarte tgcznie za
7 punktéw).

IV. Rozumowanie i argumentacja (7 zadan tacznie za 12 punktéw, w tym: 3 zadania
zamkniete tgcznie za 3 punkty oraz 4 zadania otwarte tgcznie za 9 punktow).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych na egzamin maturalny
Zz matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto otrzymac 46 punktow.

Dane dotyczgce populacji zdajacych

VSN ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajagcych (Formuta 2023) 41772
z licebéw ogdlnoksztatcacych 29384
z technikow 12221
z branzowych szkot 11 stopnia 167
ze szkot na wsi 1369
Zdajacy rozwigzujacy ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 6680
zadania w arkuszu ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 10424
standardowym ze szkét w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 23299
ze szkot publicznych 34476
ze szkot niepublicznych 7296
kobiety 22049
mezczyzni 19723
Obywatele Ukrainy? 36

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 32 osob - laureatéw i finalistow Olimpiady Matematyczne.

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
2Dz.U.z2024 r. poz. 167, z pézn. zm.
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Sprawozdanie za rok 2024

VIV ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 965
zadania w arkuszach stabowidzacy 39
dostosowanych — ;
niewidomi 6
stabostyszacy 80
niestyszacy 54
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mozgowym 17
porazeniem dzieciecym
z zaburzeniem widzenia barw 15
Ogoétem 1167
Przebieg egzaminu
INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU
Termin egzaminu 8 maja 2024
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 694
Liczba zespotow egzaminatorow 31
Liczba egzaminatoréw 658
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 63
Liczba w przypadku:
uniewaznien*
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 1
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzagdzenia telekomunikacyjnego 3
art. 44zzv | zakiécenia przez zdajgcego prawidiowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 1
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow dotyczgcych 1
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow* (art. 44zzz) 1120

3 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U.
z 2024 r. poz. 302).
4 Ustawa z dnia 7 wrzes$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2024 r. poz. 750).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

UWANCGIESNE ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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Wynik procentowy

AV \=1=W V' \WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE®

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t)adncdh:,rI::\I:e
Jacy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) )
0

Ogolem 41772 0 100 67 100 66 25
Formuta 2023
w tym:
z licedw 167 4 67 20 17 24 13
ogolnoksztatcacych
7 technikow 29384 0 100 74 100 69 25
z branzowych szkot 12221 2 100 57 54 57 23
Il stopnia
obywatele Ukrainy 36 17 100 61 87 60 25

* Dane dotyczg tegorocznych absolwentow. Parametry statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wiecej zdajgcych.
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Poziom wykonania zadan

Sprawozdanie za rok 2024

a\=1SWNN POzIOM WYKONANIA ZADAN
Wymagania egzaminacyjne 2024
Poziom
Nr Wymagania ogélne Wymagania Szczegéiowe wykona_nla
zad. zadania
(%)
II. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
1 informaciji. 1.7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng 84
’ wartosci bezwzglednej, rozwigzuje réwnania
i nierownosci typu: [...] |x + 3| = 4.
2 I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy: 79
’ 1.4) stosuje [...] prawa dziatan na potegach [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. 1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce

3. podzielno$ci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie 60
trudniejsze niz dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu
czterech kolejnych liczb naturalnych.

I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:

4. I.1) wykonuje dziatania ([...] logarytmowanie) w zbiorze 77

liczb rzeczywistych.
I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Zdajacy:

5. I1.1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, 81

(a — b)?, a® — b2.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:

6. | iinterpretowanie reprezentacji. 111.3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng 67

niewiadoma.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. | || 6) rozwigzuje réwnania wymierne postaci —<2 = 0,

7. W (x) 83
gdzie wielomiany V(x) i W(x) sg zapisane w postaci
iloczynowej.

[ll. Wykorzystanie Zdajacy:

i interpretowanie reprezentacji. 11.2) [...] mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych.

8 111.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci 84
' W(x) = 0 dla wielomianoéw [...], ktére dajg sie

doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metodg wytaczania
wspolnego czynnika przed nawias [...].

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. 111.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci

9. W(x) = 0 dla wielomianow [...] takich, ktére dajg sie 79
doprowadzi¢ do postaci iloczynowej [...] metodg
grupowania.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
10. | iinterpretowanie reprezentacji. IV.2) stosuje uktady réwnan do rozwigzywania zadan 61
tekstowych.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
11 informaciji. IV.1) rozwigzuje uktady réwnan liniowych z dwiema 73
’ niewiadomymi, podaje interpretacje geometryczng
uktadow [...] sprzecznych.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
12. | i interpretowanie reprezentaciji. V.5) interpretuje wspdtczynniki wystepujace we wzorze 62
funkciji liniowej.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
13. | i interpretowanie reprezentac;ji. V.6) wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie 69
informaciji o jej wykresie lub o jej wtasnosciach.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informac;ji. V.4) odczytuje z wykresu funkgiji: [...] przedziaty,
14.1. w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie 57
mniejsze) lub mniejsze (nie wigksze) od danej liczby
[...]
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
14.2. | informacji. V.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie 81
informaciji o tej funkgiji lub o jej wykresie.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
14.3. | informacji. V.3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych 66
za pomoca3 [...] wykreséw [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
14.4. | informagii. V.12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje 58
wykresy funkcji vy = f(x —a), [...]y = f(—x).
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
15. | i interpretowanie reprezentac;ji. VI.1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem 79
0goinym.
lll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. VI.2) w prostych przypadkach bada, czy ciag jest
16. rosnacy, czy malejgcy; 80
VI.6) wykorzystuje wtasnosci ciggow [...]
geometrycznych, do rozwigzywania zadan [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
17. | i argumentacja. VI.4) stosuje wzér na n-ty wyrazinasume n 45
poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informac;ji. VII.1) wykorzystuje definicje funkgji [...] tangens dla
18. katéw od 0° do 180°[...]; 64
VII.2) korzysta z wzoréw sin? a + cos? a = 1,
t __ sina
ga = cosa
ORE
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Sprawozdanie za rok 2024

IV. Rozumowanie Zdajacy:
49. | iargumentacia. VII.2) korzysta z wzoréw sin® a + cos®a = 1, 64
t _ sina
ga = cosa
20 [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 72
" | i interpretowanie reprezentaciji. VII1.7) stosuje twierdzenia: [...] o dwusiecznej kata [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. VII1.11) stosuje funkcje trygonometryczne do
21. . e S ; . 78
wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach ptaskich oraz
obliczania pal figur.
20 IV. Rozumowanie Zdajacy: 66
" | i argumentacja. VII1.5) stosuje wlasnosci katéw wpisanych i srodkowych.
lll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. IX.2) postuguje sie réwnaniem prostej na ptaszczyznie
23. w postaci kierunkowej, w tym wyznacza réwnanie prostej 70
0 zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad [...]
prostopadtos¢ do innej prostej [...]).
IV. Rozumowanie Zdajacy:
24. | i argumentacja. IX.3) oblicza odlegto$¢ dwdch punktow w uktadzie 44
wspotrzednych.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
25.1. | informacji. X.4) oblicza [...] pola powierzchni [...] graniastostupow 72
[...]
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
25.2. | informaciji. X.2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg 82
a ptaszczyzna.
26 [ll. Wykorzystanie X.5) wykorzystuje zalezno$¢ miedzy objetosciami 27
" | i interpretowanie reprezentacii. graniastostupéw oraz ostrostupéw podobnych.
27 [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 86
" | i interpretowanie reprezentaciji. XI.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia [...].
8 IV. Rozumowanie Zdajacy: 75
" | i argumentacja. XIl.2) oblicza $rednig arytmetyczng [...].
29 I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy: 78
’ XI1.2) znajduje mediane [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
30. | iinterpretowanie reprezentaciji. XIl.1) oblicza prawdopodobiehAstwo w modelu 64
klasycznym.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
31. | iinterpretowanie reprezentaciji. XIIl) rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach 39
dajgcych sie opisac¢ funkcjg kwadratowa.
ORE
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

VIACGIESPS POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH
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POzZIOM ROZSZERZONY

Sprawozdanie za rok 2024

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2023/2024 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzany na
podstawie wymagan egzaminacyjnych okreslonych w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r.6

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat ogotem 14 zadan
otwartych (ujetych w 13 grup/wigzek tematycznych). Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz
umiejetnosci ujete w nastepujgcych obszarach wymagan ogolnych:
Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji (2 zadania otwarte tgcznie za 8 punktéw).

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (4 zadania otwarte fgcznie za 12 punktéw).
IV. Rozumowanie i argumentacja (8 zadan otwartych tgcznie za 30 punktow).

Zdajagcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzorow matematycznych na egzamin maturalny
z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto otrzymac 50 punktow.

Dane dotyczgce populacji zdajacych

IVCISWNGH  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych (Formuta 2023) 12554
z licebw ogdlnoksztatcacych 9243
z technikow 3295
z branzowych szkét 1l stopnia 16
ze szkot na wsi 235
Zdajacy rozwiazujacy ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 1601
zadania w arkuszu ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 2878
standardowym ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 7840
ze szkét publicznych 11155
ze szkot niepublicznych 1399
kobiety 5118
mezczyzni 7436
Obywatele Ukrainy” 11

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

Z egzaminu zwolniono 32 os6b - laureatéw i finalistow Olimpiady Matematycznej.

6 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
7DZ.U.z 2024 r. poz. 167, z pdzn. zm.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

AV:EV-WA  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 254
zadania w arkuszach stabowidzacy 10
dostosowanych — -
niewidomi 0
stabostyszgcy 28
niestyszacy 11
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang moézgowym 9
porazeniem dziecigcym
z zaburzeniem widzenia barw 3
Ogoétem 315

Przebieg egzaminu

V-1V INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu

15 maja 2024

Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 569
Liczba zespotdéw egzaminatorow 31
Liczba egzaminatoréw 658
Liczba obserwatorow® (§ 8 ust. 1) 13
Liczba w przypadku:
uniewaznien®
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali 0
pkt 2 egzaminacyjnej z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 1
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow?® (art. 44zzz) 776

8 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U.

z 2024 r. poz. 302).
9 Ustawa z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz.U. z 2024 r. poz. 750).
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Podstawowe dane statystyczne ]

Wyniki zdajacych

WACGIESEN ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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Wynik procentowy

U \=IEWNCN  WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE®

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t)adncdh:,rI::\I:e
Jacy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) )
0

Ogolem 12554 0 100 36 0 38 29
Formuta 2023
w tym:
Z licedw 16 0 2 0 0 0 1
ogolnoksztatcacych
7 technikéw 9243 0 100 46 0 45 28
z branzowych szkot 3295 0 100 10 0 18 21
Il stopnia
obywatele Ukrainy 11 4 76 36 10 36 26

* Dane dotyczg tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wiecej zdajgcych.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

Poziom wykonania zadan

A \:ISWN 0N POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymagania szczegétowe Poziom
Nr . ; wykonania
zad. Wymagania ogéine Gdy wymaganie dotyczy tresci zakresu podstawowego zadania
szkoty ponadpodstawowej — dopisano (P). (%)
II. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. V.13) (P) postuguje sie funkcjami wyktadniczg
1. i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu 52
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami
praktycznymi.
2 Ill. Wykorzystanie Zdajacy: 37
" | iinterpretowanie reprezentaciji. XI11.1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).
3 lll. Wykorzystanie Zdajacy: 50
" | i interpretowanie reprezentac;ji. XII.2) stosuje schemat Bernoullego.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. XIl1.2) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje
4 interpretacje geometryczng pochodnej; 54
’ XII1.3) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodna, korzystajgc
z twierdzenh o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. 1.9) (P) stosuje zwigzek logarytmowania
5. z potegowaniem, postuguje sie wzorami na logarytm 66
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.
I.1) stosuje wzér na zamiane podstawy logarytmu.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. X1.1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych
okreslone kryteria, z wykorzystaniem reguty mnozenia
6. i dodawania (takze tgcznie) oraz wzoréw na liczbe: 22
permutacji, kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach
wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
7 i interpretowanie reprezentacji. VI.6) (P) wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym 47
’ arytmetycznych i geometrycznych, do rozwigzywania
zadan [...].
8 IV. Rozumowanie Zdajacy: 20
" | i argumentacja. VIII.3) przeprowadza dowody geometryczne.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
9. |iargumentacja. VIII.7) (P) stosuje twierdzenia: Talesa, o dwusiecznej 22
kata [...].
ORE
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IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. VI1.6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne o stopniu
trudnosci nie wigkszym niz w przyktadzie

4 cos2xcos5x = 2cos7x + 1.

10. 36

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. IX.3) (P) oblicza odlegto$¢ dwdch punkitéw w uktadzie
wspotrzednych;

IX.5) (P) oblicza odlegtos¢ punktu od proste;j.

IX.1) postuguje sie rownaniem prostej w postaci ogélnej
na ptaszczyznie [...].

11. 23

Ill. Wykorzystanie Zdajacy:

i interpretowanie reprezentacji. 111.3) stosuje wzory Viéete’a dla rownan kwadratowych;
111.5) analizuje réwnania i nierownosci liniowe

z parametrami oraz rownania i nieréwnosci kwadratowe
z parametrami, w szczegolnosci wyznacza liczbe
rozwigzan w zaleznosci od parametrow, podaje warunki,
przy ktérych rozwigzania majg zgdang wtasno$c,

i wyznacza rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

12. 47

IV. Rozumowanie Zdajacy:
13.1. | i argumentacja. X.4) (P) oblicza objetosci i pola powierzchni 53
graniastostupow [...].

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. XI11.3) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodng, korzystajac

z twierdzeh o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu;
XI11.4) stosuje pochodng do badania monotonicznosci
funkcij;

XI111.5) rozwigzuje zadania optymalizacyjne

z zastosowaniem pochodne;.

13.2. 29

ORE B
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VWAGGIESES POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH
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KOMENTARZ

Analiza jakosciowa zadan — poziom podstawowy

Na podstawie analizy wskaznikdéw poziomu wykonania zadan (Tabela 5.) mozna stwierdzic,
ze wsrod 27 zadan zamknietych arkusza egzaminacyjnego nie byto zadan bardzo tatwych
dla zdajgcych (poziom wykonania powyzej 90%), 17 zadan mozna uznac¢ za fatwe dla
zdajgcych (poziom wykonania od 70% do 89%), 10 zadan zamknietych okazato sie
umiarkowanie trudnych (poziom wykonania od 50% do 69%).

Wsrod 8 zadan otwartych Zzadne nie byto bardzo tatwe dla tegorocznych maturzystow, tylko
1 zadanie okazato sie tatwe dla zdajgcych, 3 zadania byty umiarkowanie trudne dla
zdajgcych, a 4 zadania okazaly sie trudne (poziom wykonania wynosit od 20% do 49%).

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie podstawowym mozna zauwazy¢, ze najwiekszg trudnos¢ sprawity zdajgcym
zadania badajgce umiejetnos¢ dobierania i tworzenia modeli matematycznych przy
rozwigzywaniu problemow praktycznych i teoretycznych oraz zadania wymagajgce
stosowania i tworzenia strategii. Sg to umiejetnosci opisane, odpowiednio, w Il oraz IV
obszarze wymagan ogolinych.

Najtrudniejszym zadaniem w arkuszu okazato sie zadanie 26. — zadanie z lukg otwarta,
w ktérym nalezato uzupemi¢ stosunek pél powierzchni catkowitej dwoch ostrostupéw
podobnych o podanych objetosciach. Dla tego zadania poziom wykonania wynidst 27%.

Tres¢ zadania 26. brzmiata:

Ostrostup F; jest podobny do ostrostupa F,. Objetos¢ ostrostupa F; jestrowna 64.
Objetosc¢ ostrostupa F, jestréwna 512.

Uzupetnij ponizsze zdanie. Wpisz odpowiednig liczbe w wykropkowanym miejscu tak, aby
zdanie byto prawdziwe.

Stosunek pola powierzchni catkowitej ostrostupa F, do pola powierzchni catkowitej
ostrostupa F; jestréowny .......... .

Oproécz poprawnych odpowiedzi (Przyktad 1.), czesto pojawiaty sie odpowiedzi wynikajgce
z btednej interpretacji skali (Przyktad 2.) oraz z braku znajomosci zaleznosci miedzy skalg
podobienstwa a objetoscig bryt podobnych (Przyktad 3. i Przyktad 4.).
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Przyktad 1.
Stosunek pola powierzchni catkowitej ostrostupa F, do pola powierzchni catkowitej

ostrostupa F; jest rowny i‘l .

Brudnopis » L b
\/,= @4 AL - Li=% | 32
i 6L g4
\Vj 15 ML | .2 )
VIEX]
Przyktad 2.
Przyktad 3.
Przyktad 4.

Stosunek pola powierzchni catkowite| ostroslupa F; do pola powierzchni catkowitej

ostrostupa F, jest rowny '1]”2 .

Brudnopis i]_._ _' 3 - io
Cy ~
O =i
.L;?": 3 |'lr]-r
k=lg= % Ver= 22
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Wsrdd trudnych zadan znalazio sie dwupunktowe zadanie 17. (poziom wykonania rowny 45%),
w ktérym nalezato obliczy¢ réznice ciggu arytmetycznego, znajac trzeci jego wyraz i sume
pietnastu poczgtkowych kolejnych wyrazéw tego ciggu.

W rozwigzaniu zadania zdajgcy najczesciej wykorzystywali wzory na n-ty wyraz i sume n
poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, tworzyli uktad rownan po ktérego rozwigzaniu
otrzymywali szukang réznice ciggu (Przyktad 5. i Przyktad 6.).

Przykiad 5.
- -1
U Al 1 o 5 (Y
j 49 2 X894 | 65 |-=
V. ‘ A2 ~r
-4 -2c +Fc = -44
By = =AC
ot =Rt 4
Przyktad 6.
oy = A gz Ot 3sMy— A=, tr
5 'c':;—.‘:k—“ U‘-\T—‘%r— —/‘\ ¥ 41\' = -:'\/\
A% - hﬂ{/g : |’4
¥, As - 1),
BRI e B8 N oy ™ A2v 151y
\( il )h w 91 ans "4y 3 1 {".Y
a, Qs Oh A T -A + Aly
= e S —t A
‘NG L A 2
(LA-1v) *it-/ﬂ wAly) ) ~
oy AR g |2
o) 2 ‘
AN s(-A-Dv® A+ A2v) + AS
~HOU = 2. ¥ Ao'f\j‘/Au'.-].
<330 =" =50 £/ 50
-~ 2300 = AS5O0y f AS50
b
) oo
0 l’( Rormca Coyan. v -2.
N (|
ORE
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Inni zdajacy zapisywali sume pietnastu poczatkowych wyrazéw ciggu w zaleznosci od
wyrazu trzeciego (Przyktad 7. i Przykfad 8.).

Przyktad 7.
Cl.‘)j = (‘4} 71 - C
5= (-165]
a,=a, 2
N\
“F /Q))'sZ‘l/ '@A:’:D ’ O~z.’ ’/Z::T’\V ' Qj)qu, IQ_?’J 1_)4,./
- : A 3 8 |~ 716 A

As

» aa
A -
Q5 ?-» LEY A0, /Q-;;‘klﬁ, m,,,

(~1)-24 +{A]-a t (1) +CA)tp, #+(A) 424 +CA) 4D ¢

[-]) +UGa +(A) rS2  # (4) t b +(-A)tFa +(A]r84

F-A) 31D F (-A) #4004 't (1) #4440 () +424=
= A5+ #54

A5 +t¥54 = 4165
FOANZASO | 1 ¥5
e T 2 AW

Przyktad 8.
Ug,,>~2r F 0 N1 4oyt Oy tT Lo, £ 27t 37ty 1
t 15Tt antbr 1034 ¥4+ gt fr tay HdT tos tl0rtas virs
£ oo HOF = =165

150, =37 + 71 7==165
15ay + ¥5r= <145
Oclis romia 154D 175 7165
Wyt =2 =15 ¢ P5r=-16%5
A =65115
794 =150
T=-4
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Czesto zdajgcy, ktorzy podjeli probe rozwigzania tego zadania, btednie interpretowali liczbe
(—165) jako pietnasty wyraz ciggu (Przyktad 9. i Przyktad 10.).

Przyktad 9.
Ga==~ ' = 0 42 =7 ik
r =) Uq= ~1-2r {}5: |
j'h t (" ij} '-J.T'F.’_rll - ?
- 4 G,==/y—
D15 = Q4 IUJ‘”r (1 | ]
51 = (%5)
"1(;5 S 12yt H*r” A o
I 165=1 74
~ 164 =12 v e e
_ [y i L‘r";'f?frr
A LR
L 1 16 1 (3 =64 =12 v~
.

Przykiad 10.
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Niektoérzy zdajgcy mylili cigg arytmetyczny z geometrycznym (Przyktad 11. i Przykfad 12.).

Przyktad 11.

Oq = ~4 S a5 =-A65 "
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Przykiad 12.
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Tradycyjnie wsréd rozwigzan zdajgcych pojawiaty sie takze btedy rachunkowe (Przykfad 13.
i Przyktad 14.).

Przykiad 13.
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Przyktad 14.
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Trudnym dla zdajgcych (poziom wykonania réwny 44%) okazato sie rowniez dwupunktowe
zadanie 24. z geometrii analitycznej, w ktérym nalezato obliczy¢ dtugos¢ boku

réwnolegtoboku, znajgc wspoétrzedne dwdch jego kolejnych wierzchotkow oraz wspotrzedne
punktu przeciecia przekatnych.

Rozwiagzujac zadanie zdajgcy najczesciej wyznaczali wspotrzedne wierzchotka C,
a nastepnie obliczali dlugos¢ odcinka BC (Przyktad 15. i Przyktad 16.).

Przyktad 15.

Przykiad 16.

D c
Aa 7 A-(40) B(02)  P(¢¥)
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dlgst boe, BC 4, 2413
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Niektérzy tegoroczni maturzysci rozwigzywali to zadanie, stosujgc dwukrotnie twierdzenie
cosinusow (Przyktad 17.).

Przyktad 17.
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W3$rdd rozwigzan pojawiaty sie btedy zwigzane z nieznajomoscig wtasnosci przekatnych
w réwnolegtoboku. Zdajacy w Przyktadzie 18. btednie przyjat, ze przekatne
w rownolegtoboku przecinajg sie pod katem prostym.

Przyktad 18.

a- o
[ APl = lpe|
(#2] = ((ey 9" = Ve =(or
(P 3)s VGO (7ot = (arieyr =laa

[cot=(rs) nlre)™
{C%/z:ﬂﬁ,?)(f(ﬁ) = ( A+CT = AOC
Ce = (160"

Przyktad 19. to rozwigzanie zdajgcego z btedem rachunkowym.

Przykiad 19.
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Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Tegoroczni maturzysci najlepiej opanowali umiejetnosci:

1. zliczania obiektow stosujgc regute mnozenia

2. mnozenia wielomianéw jednej zmiennej i sprawdzania czy dana liczba jest pierwiastkiem
wielomianu

3. rozwigzywania nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng i przedstawiania zbioru wszystkich
rozwigzan nieréwnosci na osi liczbowej

4. rozwigzywania rownan wymiernych, w ktérych wielomiany w liczniku i mianowniku
zapisane sg w postaci iloczynowej

5. wskazywania kata nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu dla poziomu podstawowego (poziom wykonania — 86%)
okazato sie zadanie 27., w ktérym zdajgcy obliczali liczbe wszystkich kodéw czterocyfrowych
utworzonych tylko z cyfr 1, 3, 6, 8, przy czym w kazdym kodzie kazda z tych cyfr
wystepuje dokfadnie jeden raz.

Nizszy o jeden punkt procentowy poziom wykonania (84%) odnotowano w zadaniu 8.,
w ktorym zdajgcy mieli okresli¢, czy dany wielomian jest iloczynem dwoch podanych
wielomiandéw i czy dana liczba jest rozwigzaniem réwnania wielomianowego.

W zadaniu 1. zdajgcy musieli rozwigzac nieréwnos¢ z wartoscig bezwzgledng, stosujgc
interpretacje geometryczng i algebraiczng modutu. Poziom wykonania tego zadania byt
réwny 84%.

Zadanie 7. polegato na okresleniu liczby rozwigzan rownania wymiernego, ktorego licznik
i mianownik byty wielomianami w postaciach iloczynowych. Poziom wykonania tego zadania
byt rowny 83%.

Zadanie 25.2. polegato na wskazaniu rysunku, na ktérym prawidtowo zaznaczono kat
nachylenia najdtuzszej przekatnej graniastostupa prawidtowego szesciokatnego do
ptaszczyzny podstawy. Poziom wykonania tego zadania byt rowny 82%.

Zadania o wysokim wskazniku poziomu wykonania sprawdzaty, jak zdajgcy interpretuje
informacje przedstawione w tekscie matematycznym lub na rysunku oraz jak postuguje sie
prostymi pojeciami rozwigzania réwnania i iloczynu wielomiandw. Zauwazmy, ze wymienione
wyzej zadania nie majg szerszego kontekstu oraz sg zadaniami jedno- lub
dwuczynnosciowymi.

W grupie osmiu zadan otwartych z tego arkusza znalazlo sie jedno zadanie, ktére byto tatwe
dla zdajacych (zadanie 9. — poziom wykonania réwny 79%). Zadanie 9. polegato na
rozwigzaniu rownania wielomianowego metodg grupowania wyrazow.
Trzy zadania otwarte byly umiarkowanie trudne (zadanie 3., zadanie 14.1. i zadanie 30.).
Podkresli¢ nalezy, ze zdajgcy dobrze poradzili sobie z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa (zadanie 30 — poziom wykonania 64%), a nawet z zadaniem
na dowodzenie, w ktorym nalezato uzasadni¢, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb
naturalnych dodatnich przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2 (zadanie 3 — poziom wykonania
réwny 60%).

CE B
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Problem pod lupg - zadanie optymalizacyjne.

W majowym arkuszu egzaminacyjnym dla poziomu podstawowego zadaniem otwartym,
ktore badato umiejetnosc dobierania i tworzenia modeli matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych z zakresu wykorzystania i interpretowania reprezentacji (Il obszar
wymagan ogolnych), byto zadanie 31. Przypomnijmy jego tresc:

W schronisku dla zwierzat, na ptaskiej powierzchni, nalezy zbudowac¢ ogrodzenie z siatki
wydzielajgce trzy identyczne wybiegi o wspdlnych Scianach wewnetrznych.

Podstawg kazdego z tych trzech wybiegow jest prostokat (jak pokazano na rysunku).

Do wykonania tego ogrodzenia nalezy zuzy¢ 36 metréw biezgcych siatki.

Schematyczny rysunek trzech wybiegow (widok z géry).
Linig przerywang zaznaczono siatke.

wybieg 3.

I
[
[
I
I
[
wybieg 1. : wybieg 2.
I
[
[
I
I

Oblicz wymiary x oraz y jednego wybiegu, przy ktérych suma pdl podstaw tych trzech
wybiegow bedzie najwigksza. W obliczeniach pomin szerokos¢ wejscia na kazdy
z wybiegdw. Zapisz obliczenia.

Umieszczenie w arkuszu zadania optymalizacyjnego nie mogto by¢ zaskoczeniem dla
zdajgcych egzamin maturalny z matematyki. Podstawa programowa matematyki
zapowiadata w zakresie wymagan szczegotowych, ze zdajgcy ,rozwigzuje zadania
optymalizacyjne w sytuacjach dajgcych sie opisac¢ funkcjg kwadratowg”. Nalezy takze
zauwazy¢, ze zadania optymalizacyjne byly tematem zadan egzaminacyjnych w kolejnych
arkuszach poprzedzajgcych majowy egzamin maturalny. Ponadto podobne zadanie
optymalizacyjne zostato umieszczone w Informatorze maturalnym.

Zadanie 31. badato umiejetnosc rozwigzania zadania optymalizacyjnego w sytuacji dajacej
sie opisac funkcjg kwadratowg i nawigzywato do kontekstu praktycznego. W tym zadaniu
nalezato obliczy¢, jakie wymiary powinien mie¢ pojedynczy wybieg, aby suma pdl podstaw
trzech wybiegdéw byta najwieksza przy zatozeniu, ze do ogrodzenia wybiegdw nalezy zuzyé
36 metrow siatki. Zadania tego typu na poziomie podstawowym wykorzystujg wtasnosci
funkcji kwadratowej. W tym zadaniu zdajgcy musieli zbudowa¢ model matematyczny sytuacji

25 Lot Strona 28 z 78



Sprawozdanie za rok 2024

opisanej w zadaniu, aby nastepnie zbada¢ wtasnosci tego modelu. Niestety bez zbudowania
wzoru funkcji zdajgcy nie mogli przystapi¢ do obliczenia (wskazania) argumentu, dla ktérego
funkcja kwadratowa przyjmuje najwiekszg wartos¢ oraz do obliczenia wymiaréw wybiegu.
Niski poziom wykonania tego zadania wynika z faktu, ze uczniowie majg trudnosci

z budowaniem poprawnej strategii rozwigzania zadania kilkuetapowego oraz

z modelowaniem matematycznym. Brak umiejetno$ci zbudowania wzoru funkcji powodowat,
ze zdajgcy nie podejmowali sie rozwigzania tego zadania. Wprowadzenie kontekstu
realistycznego mogto by¢ réwniez czynnikiem, ktoéry zdecydowat o nie najlepszym wyniku
zdajgcych w tym zadaniu.

Czes¢ zdajacych wiasciwie interpretowala tres¢ zadania i prawidtowo budowata model —
wyznaczata wiasciwy wzér funkcji, a nastepnie okreslata wymiary pojedynczego wybiegu, dla
ktérego suma pdl podstaw trzech wybiegoéw jest najwieksza (Przyktad 20.).

Przyktad 20.

ORE B
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Poniewaz zadania z tego arkusza rozwigzywali takze ci zdajacy, ktorzy wybrali matematyke
jako przedmiot dodatkowy na egzaminie maturalnym na poziomie rozszerzonym, wiec
niektoérzy ze zdajgcych wprowadzali elementy rachunku rézniczkowego do rozwigzania tego
zadania (Przykfad 21.).

Przyktad 21.

4) P(x) = —2X% +A8x, D=(0.9)
P(X)= (2)2x +48 = —4X *+A8
5) | PI(X)=C 4=y  —4X v48 = (
ot A3 =1
Z, &
9 1
7 = (1 — _/‘ vy f-"y\]
f") :, Pl(’( A AW
‘ ‘~.\\ ) Y “‘1 /I 2 ) L‘ 1 | l‘/' -'—) q)
I T 7T : i
2 U PUX)| C
O 4 N\
3 = MAX S
N P(x) | A ‘ i | SR
7) Z movictonkiowmon . P(x) wuyruia., ze
i GALA N LUVYWYL Lowoine 1ent M CUAAUM LAVYL
globomuym {:L«,nkrd Rl A zotem
PexTr= fnﬁ,x_ C—7 ( X =4 T‘ !_mj '1‘; —+
\ ¥ |
L 128354919 T 2 [m]
14 T & i o L%
= L / A de : -
P(X) = Puax <=7 | X =4 5 [m‘]' LA‘— ,ij)
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Duza grupa zdajgcych badata pole podstawy jednego wybiegu, poniewaz suma pél podstaw
trzech wybiegdéw bedzie najwieksza, gdy pole podstawy jednego wybiegu bedzie najwicksze
(Przykfad 22.).

Przyktad 22.

Wsrdd rozwigzan zdajgcych byto takze sporo btedow na etapie budowania modelu —
zapisania wtasciwego wzoru funkcji. Cze$¢ zdajgcych pomijata jedng krawedz podstawy
(Przyktad 23.), a czasem widziata wiecej krawedzi niz byto w rzeczywistosci (Przyktad 24.).

Przykiad 23.

OKE B
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Przyktad 24.

\/ 4
?,E’\%M f}?xe/m s 25

l\éfd b%f’/% faﬁwa' ﬁx 2¢l)

S<W3(6-x)> x (1833 =3 x%+18x
;}36%15 Bpirel-3=% é;j?;;’?a

18+ 1% v

W tego typu zadaniach zwykle mamy do czynienia z pewng liczbg prac, w ktérych zdajgcy
jedynie obliczajg warto$¢ pola dla wybranych par liczb x oraz y ina tej podstawie
wskazujg najwiekszg warto$¢ pola (Przyktad 25.).

Przyktad 25.

26=4x +y

L=18 #=3

.‘(-/94, y:q,

433 = B S-2K =BT 3=

V
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Analiza jakosciowa zadan — poziom rozszerzony
Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie rozszerzonym, podobnie jak to byto w roku ubiegtym, najwiecej trudnosci
przysporzyly maturzystom zadania badajgce umiejetnosci z obszaru Rozumowanie

i argumentacja.

Najtrudniejszym zadaniem tegorocznego egzaminu okazato sie zadanie 8., w ktorym
nalezato przeprowadzi¢ dowod geometryczny. Poziom wykonania tego zadania to 20%.
Niewiele wyzszy poziom wykonania (22%) miaty jeszcze trzy inne zadania arkusza:
zadanie 6. — z kombinatoryki, zadanie 9. — z planimetrii i zadanie 11.(23%) — z geometrii
analityczne;.

Rozwigzujacy zadanie 8. musieli udowodni¢, ze jesli trojkgt ABC nie jest rwnoramienny
i kat przy wierzchotku B tego trojkata jest dwa razy wiekszy od kata przy wierzchotku A,
to miedzy dtugos$ciami bokéw tego trojkata zachodzi zwigzek |AC|? = |BC|? + |AB| - |BC|.

Sposoby rozwigzania tego zadania mozna podzieli¢ na dwie klasy. Jedng klase stanowig
rozwigzania, w ktorych zdajgcy stosujg jedynie aparat planimetrii bez angazowania
trygonometrii; drugg klase stanowig rozwigzania, w ktérych maturzysci stosujg trygonometrie
— tutaj: twierdzenie cosinusow i twierdzenie sinuséw.

Przyktad 1R przedstawia kompletne rozwigzanie z pierwszej klasy rozwigzan.

Zdajacy poprowadzit dwusieczng kata ABC i wykorzystat zatozenie o tym, ze kat ABC jest
dwa razy wiekszy od kata BAC. Narysowanie tej dwusiecznej jest najistotniejszym
elementem tego sposobu rozwigzania. Maturzysta uzyskat w ten sposéb trojkat
réwnoramienny ABD oraz trojkat BDC podobny do trojkata ABC, co wprost wynika

z cechy kat-kat-kat podobienstwa tréjkgtéw. Nastepnie zastosowat twierdzenie o dwusieczne;j

oraz skorzystat z podobienstwa tréjkgtow i zapisat wynikajgce stgd proporcje: % = f oraz

. Dalej wyrugowat z tych dwéch zwigzkow wielko$¢ x, a otrzymang zaleznos¢

QlTRrIQ
Sl |

= % przeksztatcit do postaci b? = a? + ac.

Przyktad 1R.

Ol
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Zdajacy, ktérzy rozwigzywali zadanie sposobem zaprezentowanym w Przyktadzie 1R, czesto

popetniali btedy przy przeksztatceniach algebraicznych (Przykiad 2R).

Autor tego rozwigzania zapisat wprawdzie obydwa zwigzki wynikajgce z twierdzenia
b-m

o dwusiecznej i podobiehstwa tréjkgtow, ale przeksztatcajgc pierwszy z nich % =

popehit btgd i nie postawit nawiasu wokét roznicy (b — m). Wskutek popetnionego btedu

. . . x bc . .
uzyskat niepoprawng zaleznos¢ m = — inie otrzymat tezy.

Przyktad 2R.

— -+ ff
= ¢ B

QUmtm = be

]j"mf._,lL 1] Ve i
b=~y mla+td |=be (@44 ]
e e { e
miziZr

Inny pomyst, ktéry sie pojawiat w pracach zdajgcych i pozwalat na przeprowadzenie tego
dowodu bez angazowania trygonometrii, polegat na poprowadzeniu wysokosci CD tréjkata
ABC isymetrycznym odbiciu powstatego w ten sposéb trojkata prostokgtnego BCD
wzgledem prostej CD. W ten sposéb otrzymujemy trojkat prostokatny ECD oraz dwa
trojkaty rownoramienne BCE i AEC. Dalsze rozumowanie wymagato rozpatrzenia dwoch

przypadkow: gdy punkt D lezy na boku AB oraz gdy punkt D lezy na przedtuzeniu boku AB
(zobacz rysunki).
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W pierwszym z przypadkéw nalezato zauwazy¢, ze |BC| = |EC| = |AE| = a oraz

|BD| = |ED| = C;—a, a nastepnie zapisa¢ dwa rownania wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa

_g\2 2
dia tréjkatow BCD i ACD: h? = a? — (%) oraz h? = b? — (a + =) .

Stad uzyskato sie zalezno$¢ miedzy wielkosciamia, b i c:

(5 =0 5

z ktérej po przeksztatceniach uzyskiwato sie teze:

b= a4 (a+ 0) - (22

2 2
c+a\® ,c—an2
2 _ 2 _
b*=a +( 2 ) ( 2 )
b2— 2+(c+a C—a>(c+a+c—a>
-4 2 2 2 2

b? =a®+ ac

Rozumowanie w drugim przypadku jest bardzo podobne do tego, co w pierwszym przypadku

— roznica polega na tym, ze tym razem dtugosci odcinkéow BD i ED sg rowne |BD| = |ED| =
a—c

T2

Maturzysci, ktorzy wybrali ten sposéb rozwigzania, czesto nie dostrzegali dwoch mozliwych

potozen punktu D lub nie komentowali w zaden sposdb kwestii drugiego przypadku (jak

w przedstawionym Przykfadzie 3R) jak réwniez wykazywali duze braki w opanowaniu
elementarnych przeksztatcen wyrazen algebraicznych (Przyktad 4R).

ORE
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Przyktad 3R.
JAL|" = |BL|" + |AD] * |BL|

a4 EBC jest rowmoraus EC/{GC/
(Ec

n
A%~ (7 ‘ hz»oz..)gz
et irdefs CORRIEL | e Tﬁ(c-r
etz erdrr Jz (e )
[EC|=|EH = @=c-2f el x> ¥r¥
‘_'” (=TT | a/ b‘—cz%y-
T
MR AN | &= b%=c +?c>c

mESHENN fa =
] _& 6(/ /ﬂ an
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Cechg wspdlng obydwu zaprezentowanych sposobdw rozwigzania zadania 8. jest to,

ze dorysowanie odpowiedniego odcinka lub odcinkéw (w pierwszym sposobie byta

to dwusieczna kata ABC, w drugim — wysokos$¢ CD i odcinek CE) — umozliwia
przeprowadzenie petnego dowodu przy wykorzystaniu umiejetnosci, ktére nie wykraczajg
poza zakres podstawowy.

Przewazajgca czes¢ zdajagcych rozwigzywata zadanie 8. z wykorzystaniem trygonometrii.
Naijliczniejszg grupe tej klasy rozwigzan stanowity prace, w ktérych maturzysci

wykorzystywali jednoczesnie twierdzenie sinusow oraz twierdzenie cosinuséw. Zastosowanie

a

twierdzenia sinuséw prowadzito do zwigzku Sifm = (gdzie a i b oznaczajg dtugosci

bokéw — odpowiednio — BC i AC trojkata ABC, natomiast a i 2a — miary katow lezgcych
naprzeciw tych bokoéw). Stad, po zastosowaniu wzoru na sinus podwojonego kata,
wyznaczano cosinus kata @ w zaleznosci od a i b. Nastepnie stosowano twierdzenie
cosinuséw dla kata a albo dla kata 2a, otrzymujgc réownosé a? = b? + ¢? — 2bc - cos a lub
b? = a? + ¢? — 2ac - cos 2a.

. , . . o . - b
Wstawienie do pierwszej z tych réwnosci wstawi¢ w miejsce cos a utamka 2a pozwalato

otrzymaé zwigzek a? = b? + ¢? — 2bc - %, z ktérego poprzez przeksztatcenia otrzymywano

teze.
Wykorzystanie réwnosci b? = a? + ¢? — 2ac - cos 2a wymagato wczesniejszego
zastosowania wzoru na cosinus podwojonego kata i zapisaniu tej réwnosci w postaci

. . . . b
b? = a? 4+ c? — 2ac - (2cos? @ — 1). Wowczas wstawienie w miejsce cos @ wyrazenia —
2a

b2
b2=a2+cz—2ac-<2(—) —1>
2a

z ktérego po przeksztatceniach otrzymywano teze.

prowadzito do zwigzku

Przyktad 5R to ilustracja opisanego powyzej sposobu rozwigzania, w ktorym maturzysta
zapisat obie rownosci wynikajgce z twierdzenia cosinuséw (dla kata « i dla kata 2a), ale
w toku rozwigzania wykorzystat jedynie te pierwszg.

Przyktad 5R.

|AC|* = |BCI* + |AB| - |BC|
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Przyktad 6R to z kolei ilustracja opisanego powyzej sposobu rozwigzania, w ktorym
maturzysta zapisat rownos¢ wynikajgcg z twierdzenia cosinuséw dla kata 2a.

Przyktad 6R.
Ta 71 4 T
¢ wat: 18Cl7(4B] 18] o, |
3pBC:=2-3B8C ¥oaL
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a $BAL- < neech AB|=c
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[AC|® =10t + |AB)1BC)
ond

~—

Uzycie trygonometrii w niektorych rozwigzaniach ograniczato sie do zastosowania definicji
tangensa kata ostrego i wzoru na tangens podwojonego kata. Takg sytuacje mozemy
zaobserwowac w Przyktadzie 7R.

OBE
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Maturzysta poprowadzit wysokos$¢ CD tréjkata ABC i otrzymat w ten sposéb dwa trojkaty
prostokatne ADC i BDC. W pierwszym z nich wyznaczyt tg a, w drugim wyznaczyt tg 2a.

Z otrzymanych réwnosci i ze wzoru na tangens podwojonego kata wyznaczyt h? (kwadrat
wysokosci CD) w zaleznosci od dtugosci ¢ boku AB oraz dlugosci x odcinka AD. W dalszej
czesci dowodu zapisat rownosci wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego

do kazdego z trojkatow ADC i BDC. Z otrzymanych zaleznosci, wyprowadzit teze. Nalezy

tu podkresli¢, ze autor tego rozwigzania, podobnie jak to byto w Przyktadach 3R i 4R, nie
rozpatrzyt przypadku, gdy spodek wysokosci opuszczonej z wierzchotka C lezy poza bokiem
AB. Wtedy kat ostry przy wierzchotku B w tréjkacie prostokatnym BDC jest rowny

(180° — 2a), a tangens tego kata jest rowny tg(180° — 2a) = ﬁ (przy oznaczeniach

autora).

Przyktad 7R.
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Wystgpity, cho¢ bardzo nieliczne, rozwigzania, w ktérych zdajgcy w znaczgcy sposéb
wykorzystywali trygonometrig, nie ograniczajgc sie tylko do zapisania rownosci wynikajgcych
ze wzoru cosinusow lub wzoru sinuséw.

W kolejnym Przyktadzie 8R maturzysta wykorzystat twierdzenie sinusow dla wszystkich
a

. i : . .. b _
trzech katow trojkata ABC, otrzymujgc zaleznosci “n7a = sma Oraz Sn(180'—30) _ sina’
[ORER 1
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Z pierwszej z nich, po wczesniejszym zastosowaniu wzoru na sinus podwojonego kata,
otrzymat réwnos¢ b = 2 cos a - a, natomiast z drugiej otrzymat (po zastosowaniu wzoru
redukcyjnego i wzoru na sinus sumy katéw) réwnos$é ¢ = (2 cos? a + cos 2a) - a. W ten
sposoéb uzaleznit wielkosci b i ¢ od wielkosci a, cos a oraz cos 2a. Otrzymane rownosci
wykorzystat w kolejnym kroku swojego dowodu. Przeksztatcit kazdg ze stron dowodzone;j
rownosci do tej samej postaci 4 cos? a - a2, konczgc w ten sposéb dowadd. Analizujgc to

rozwigzanie, mozna zauwazyc, ze autor miat obmyslong doktadng strategie
przeprowadzenia dowodu, ktérg krok po kroku zrealizowat. Podkresli¢ tez nalezy, ze

wprowadzajgc czytelne oznaczenia w postaci znakow: @ @ @ @ maturzysta zadbat
0 precyzje i jednoznacznosé przeprowadzonego dowodu. Taka sytuacja nie jest powszechna
— tylko niewielki odsetek zdajgcych dba o precyzyjne i jednoznaczne zapisanie rozwigzania

tam, gdzie jest to konieczne.

Przyktad 8R.
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Kolejne trzy przyktady ilustrujg najczesciej wystepujaca sytuacje wsrod tych zdajacych,
ktorzy podjeli probe rozwigzania tego zadania, ale nie pokonali zasadniczych trudnosci tego
dowodu, a wiec nie zapisali zaleznosci miedzy wielkosciami a, b i c. Po wyznaczeniu katow
trojkata ABC, zapisywali tylko rownosci wynikajgce z twierdzenia cosinusow (Przyktad 9R

i Przyktad 10R), ewentualnie jeszcze réownos$¢ wynikajgca z twierdzenia sinuséw

(Przyktad 11R). Duza czes¢ zdajgcych, ktora podjeta sie tego zadania, albo na tym
poprzestawata, albo w dalszej czesci swojego rozwigzania podejmowata nieudane préby
przeksztatcania tych zaleznosci w celu otrzymania tezy.

Przyktad 9R.

Przyktad 10R.

OKE §
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Przyktad 11R.

Do zadan, z ktérymi zdajgcy poradzili sobie bardzo stabo na tegorocznym egzaminie, nalezg
takze: zadanie 6., zadanie 9. i zadanie 11. Poziom wykonania tych zadan jest rowny 22% (
zadania 6 i 9) i 23% (zadanie 11). Wszystkie te zadania badajg umiejetnosci z obszaru
Rozumowanie i argumentacja.

Zadanie 6. dotyczyto kombinatoryki. W tym zadaniu nalezato zliczyc, ile jest liczb
naturalnych o nastepujgcej wlasnosci: w zapisie dziesiethym nie powtarza sie jakakolwiek
cyfra oraz dokfadnie trzy cyfry sg nieparzyste i doktadnie dwie cyfry sg parzyste.
Rozwigzujgc to zadanie, musimy najpierw wywnioskowac, ze rozwazane liczby sg
pieciocyfrowe. Tej informacji nie ma wprost zapisanej w tresci zadania, co dla niektérych
maturzystéw stanowito trudnosé, ktérej nie pokonali. Ustalenie tego faktu to warunek
konieczny rozwigzania omawianego zadania.

Mozna wyrdznic trzy sposoby rozwigzania tego zadania. Omowimy po kolei kazdy z nich,
ilustrujgc je przyktadami w petni poprawnych rozwigzan oraz rozwigzan czesciowo
poprawnych.

Pierwszy sposéb rozwigzania, ktory wybierata najliczniejsza grupa maturzystow, polegat na
rozpatrzeniu dwoch przypadkéw ze wzgledu na to, czy pierwsza cyfra (liczac od lewej strony)
rozpatrywanej liczby jest parzysta czy nieparzysta. W kazdym z tych przypadkow nalezato
obliczy¢, ile jest wszystkich tego typu liczb, a nastepnie, wykorzystujgc regute dodawania,
zsumowac otrzymane liczby. Ten sposdb rozwigzania ilustruje Przyktad 12R.

Zdajacy najpierw zapisat informacje zawarte w tresci zadania, nastepnie zapisat, ze cyfra 0
nie jest na poczatku. To wtasnie cyfra zero powoduje, ze w tym sposobie rozwigzania nalezy,
oddzielnie zliczy¢ liczby, ktére zaczynajg sie cyfrg parzysta (a zero takg cyfra jest)

i oddzielnie zliczy¢ te liczby, ktére zaczynajg sie cyfrg nieparzysta. Autor tego rozwigzania
takie wtasnie dwa przypadki rozwazyt, wyjasniajgc przy tym znaczenie wprowadzonych

4

1
prawie wszystkie czynniki wystepujgce w tym iloczynie. Podobnie postgpit w drugim

przez siebie symboli. W pierwszym przypadku zapisat iloczyn 4 - ( ) -4 -5 -4 -3, objasniajgc
przypadku. Tu takze zaden czynnik poprawnie zapisanego iloczynu 5 - (g) -5-4-4.3nie

zostat bez objasnienia. Oba iloczyny 3840 i 7200 zostaty poprawnie obliczone; poprawnie
tez zostata obliczona suma 3840 + 7200. Liczba 11040 to poprawny wynik.

ORER <
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Przyktad 12R.

Bardzo czestym btedem popetnianym przez zdajgcych, ktorzy obrali ten sposob rozwigzania,
byto niepoprawne przeanalizowanie jednego z dwoch rozpatrywanych przypadkow.

Przyktad 13R przedstawia czeSciowo poprawne rozwigzanie.

Tu takze zdajgcy rozwaza dwa przypadki. W pierwszym przypadku, zatytutowanym przez
zdajgcego: Na poczatku jest liczba nie parzysta, rozpatruje on liczby zaczynajgce sie cyfrg
nieparzystg. Ten przypadek zdajgcy przeanalizowat poprawnie, cho¢ objasnit tylko, co

oznaczajg drugi i trzeci czynnik zapisanego iloczynu 5 - (;) +4-3-5-4. Samiloczyn tez

zdajacy obliczyt poprawnie. Tytut, jaki nadat zdajgcy drugiemu z rozpatrywanych
przypadkéw: Na poczatku jest liczba nieparzysta, jest prawdopodobnie zwyktym
przeoczeniem pisarskim (zamiast wyrazu parzysta jest po raz drugi zapisane nieparzysta).

Tak mozna sadzi¢ na podstawie pierwszego czynnika iloczynu 4 - (g) +4-3-5-4. Niestety

dalej autor rozwigzania pisze (2) i tym razem nie wyjasnia, co oznaczajg poszczegolne

czynniki. Jesli ten symbol Newtona oznacza wybor dwédch miejsc sposrdd czterech (od
drugiego do czwartego), to by¢ moze jednak sg to miejsca przeznaczone dla dwéch cyfr
parzystych, a wtedy zdajgcy popetnia blgd w rozumowaniu. Réwnie dobrze symbol ten moze
oznacza¢ wybor dwéch cyfr sposrdd czterech. Tak, czy inaczej w tym miejscu rozwigzania
jest btad i nie jest to zwykty btagd rachunkowy.
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Przyktad 14R takze ilustruje ten sam sposob rozwigzania.
Wynik, jaki uzyskat ten maturzysta w kazdym z rozpatrywanych przypadkow, jest btedny.
Tym razem jednak mozemy doktadnie zdiagnozowa¢ btad, jaki tu wystepuje. We wstepnej
ocenie, zapisany w pierwszym przypadku iloczyn 4 -4 -4-3-5-2-4 -1 - 3 i znajdujgce sie
pod nim objasnienia wydajg sie poprawne. Pierwsza zapisana liczba 4 to liczba sposobdw
ustalenia pierwszej cyfry rozpatrywanej liczby, gdy cyfra ta jest parzysta. Drugi czynnik
(réwniez 4) oznacza liczbe wyboréw jednego z pozostatych czterech miejsc dla drugiej cyfry
parzystej. Ten czynnik tez jest poprawny. Trzeci czynnik tego iloczynu (ponownie 4) oznacza
liczbe sposobdw, na jakie mozna wybraé drugg cyfre parzysta. Tak rzeczywiscie jest, gdyz
po zapisaniu na pierwszej pozycji pierwszej — réznej od zera — cyfry parzystej mamy
do dyspozyciji cztery